形式の意味論 by 左治木 清三 & Seizo Sajiki
形式の意味論
著者 左治木 清三
雑誌名 紀要
巻 33
ページ 1-12
発行年 1978-12
URL http://id.nii.ac.jp/1118/00000816/
Creative Commons : 表示 - 非営利 - 改変禁止
http://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/3.0/deed.ja
形式の意味論
Ⅰ　はじめに
人額と他の生き物とのちがいは，様々にある－だろう
が，その最も基本的なもののひとつとして，人は社会を
作ること，コトバを持っていることがあると考える。そ
の歴史的ないし発達的経過はおくとして，西洋流の文化
の基本には，言語的表現が不可能と考えられるものに対
し，何とかそれを表現しようと執拗にアタックし続けて
いることにあると考える。表現すべき内容を持ちながら
表現不可能的な場合が問題なのだから，当然，言語表現
（必ずしもそればかりとは限らないだろうが）の形式が中
心課題となるであろう。青々の感覚内容や思考内容のう
ちには，本来的に言語表現不可能な，いわば表現の限界
があるのほいうまでもない。特にそれが知識的側面つま
り認識的側面を持つ内容の場合，その指示対象面からす
るいわば底言語的限界と，超言語的限界とがあるだろう
ということは想像できるのだが，圧倒されるのはその限
界をどこまでもおしひろげていこうとするねばっこい態
度にあるように思える。・その精神の現われは，Weylの
いう，数学は＜無限の学である＞というコトバで示され
ていると思うが，それは上記の意味で＜記号的表現の限
界への挑戦＞とよみかえても良いように思える0
Ⅰ　対象言語とメタ言語
せまい意味での記号，つまり数学的記号を含めてのコ
トパの働きの限界について，いろいろな側面から考えて
みる。
われわれは様々な記号を用いて事物や思考あるいは情
緒の表現を行うが，表現の問題は同時に伝達と対象認識
の問題を前面に，あるいは背景にもっていることはいう
までもあるまい。
記号の表現機能の最も重要で基本的なものは，対象照
合磯能あるいは対象指示機能といわれるもので，照合あ
るいは指示先の対象を客観的にいい表わすこと，つまり
観察可能あるいは検証可能な情報として表現することで
ある。記号によるメッセージが発せられるとき，記号が
指示する対象は，対象としての＜もの＞であり，＜も
の＞に関する性質や関係であり，一般に情報といわれる
当のものである。
第33号1978年
左治木　滞
ところが記号が人間によって，道具として使用される
限り，特に発信者との関係を無視するわけにはいかな
い。つまり対象指示の表現とともに，その対象に対する
発借着自らの情緒的態度表出が伴う場合が，日常コトバ
ではむしろ普通であろう。このような記号の情動的磯能
といわれるものを積極的に用いることが，表現的内容を
個性的にかつ豊かにすることであって，それはそれで，
コトバ機能として価値のある面である。だが客観的表現
つまり指示表現の磯能を発揮させたい場合には，記号自
身にあるいはひとつの文脈の中に含まれてくる情動的磯
能を断ち切らねばならない。すべての学問的体系の記号
的表現ではこのことが不可欠な要静である。
何れにしても＜コトバの2重機能＞とよはれる上記の
両機能は，日常語においては，意識的無意識的に，場合
によっては，表現として補完的であったり，ときには競
合的であったりする。つまり一方の認識的で客観的な表
現機能であるのに対し，他は情動的で主観的な表現機能
である。
さて記号の対象指示的機能をもう少し詳細にみると，
表現の対象を直接的なわれわれの経験のイメージに照合
させるのは，われわれの社会ではむしろ稀である。記号
表現の受信者が，初めて出会う複雑な記号とか，誤解や
理解不足の恐れのある場合には，そのメッセージの発膚
卦もその指示対象つまり指示的意味を正しく伝達する
ために，もっと理解し易い表現を用いて，その説明や定
義を行うことがある。対象を語る通常のコトバである
＜対象コトパ＞に対して，対象コトパのく語＞や＜文＞
について語る上記のような文を＜メタコトバの文＞と言
う。メタコ．トパの文は，直凄対象を語るのではなく，い
わば対象を間接的に語ることになる。＜メタコトパの
文＞においては，その主語は，対象コトバの語や文であ
るがこれは通常カッコでくくられ，メタコトバの文にお
ける述語によって，カッコ内の語や文に関して所定の主
張がなされることになる。
さて，以下においては，上記の説明にある2つのこと
を前提としている。ひとつは，指示的表現を問題として
1
いること。他のひとつは，指示的表現の語や丸　つまり
指示的表現のための記号や記号列あるいは記号体系に関
しての議論であること，つまりある経験的事実的対象を
語るのではなく，すべて，指示的表現の語や文の構造や
意味に関しての文であることである。そのた獲津こはメタ
言語の文を用いていることがそのふたつめである。
なお後述することだが，言語表現（略して言表とよぷ
が）としては，文と文構成者としての語があり，語に
は，通常少くとも対象語と述語と論理語とか考えられる
が，もっと詳しくはⅣ以下でふれる。
Ⅱ　コトバの内容的意味と形式的意味
音声によるコトバの意味作用は，対象についての視覚
的映像の記憶と，それを指示するコトバの聴覚的映像と
の，頭の中での連合作用によるものとされる。無論この
ような説明は基本的構造であって，発生的に考えれば，
自然的及び社会的環境の中に生みおとされた白紙の状態
の人間が，自然的な直接刺激体あるいはその発するパブ
ロフの言う第1倍号的諸信号－実は信号とは，その発
信者が何か意図的に発信した場合に初めていえるものと
考えられるがいまは便宜的に用いる－とその社会で使
用されている第2倍号としてのコトバとの中で，信号と
その指示対象に関する条件反射的な訓練を受ける。その
結果特定の＜もの＞とく語＞との対応関係を悟り，その
ような語によるものの理解は直ちに＜述語＞としての一
般化を導き，やがてそれは，文によっての指示表現の意
味内容の理解をもたらす。いうまでもなくそれは環境に
強制される受信と発盾との不断の試行錯誤的な帰納的清
輝的訓練の結果である。ところで，われわれがコトバを使
用するときは，対象指示磯能を発揮する場合つまり平叙
文では，それが省略形でない限り，必ず文形式をとる。そ
れは関係文を含めて広義の主語と述語との帰属関係の形
式をとる。つまり指示表現としての意味内容の伝達はこ
の形式匿盛り込まれることになる。この文の形式は，伝
達しようとする意味内容とは，直接的には無関係であ
る。
意味内容の表現には形式が必要だが，形式は内容的意
味を盛り込まなくてもそれ自身として存在しうる。それ
はすべての内容的文が一定の共通した形式をもっている
ことから生れる当魚の帰結である。それは対象記号，述
語記号とよばれる2種の記号を結合してできる原子的文
「般とそれらを論理語によって結合することによりでき
る結合文とからなる。それらの指示対象つまり一般的指
示的意味一一形式のもつ意味－は，内包的には，命題で
あり，外延的には真偽の値である。例えは述語記号をF，
Gなどとし，対象記号をS，tなどとすれば，原子的文
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一般はF（S），G（S，七）などとなり前者は＜Sは廿で
ある＞，後者は，＜S，七は関係Gをもつ＞と読まれ，
対象Sが性質Fをもつことを，また対象S，七には関係
Gが存在することを述べている。
様々な多数の文からその共通な形式を抽象し一般化す
ると上記のようになるが，それらはなお，かつて内容を
盛り込んだ形式であるという形式に関する意味をもつ。
これに対し論理的に徹底した意味での記号の形式化無意
味化を行うための議論を構文論というが，そこでは，具
体的または抽象的な何物をも指示することのない，記号
群がまず設定される。そして構文に関するメタコトバの
文によって，記号間の相互間係と帰属関係とが，帰納的
に限定される。構成されたものは，構文の終末に従った
単なる記号または記号列で，まだ記号顔能をもたない。
つまり，命題を形式化してこれを論理式とよぶが，論理
式は形式化された対象語である対象変数a，bなどと，
形式化された述語変数J，Rなどによって構成される
J（a），Ⅹ（a，b）などが原子的梼文論的文としての論
理式の例である。
このように，メタコトバの文の形式とそこに用いられ
るコトバは通常の日本語であるが，そこでの文形式は誤
解の恐れのない単純かつ典型的なものを用い，述語には
余計な意味が混入しないよう注意が払われる。新らたな
語の限定のために用いられるrecursiveな定義法はそ
のような配慮によるものだが，無限に関するアイマイさ
をさけるための方法と考えられる。次節の＜項＞や
＜論理式＞の定義の仕方がそれである。
Ⅳ　言語体系と論理体系の構文論
1つの言語または理論体系をきめるための記号群とそ
れらが帰属する領域の名称は次の如くである。以下で
1，jは任意の自然数である。
1）＜「，∨，＜，ト，…，V，ヨ＞はそれぞれ静埋記
号Llである。ただしA＜B＝「（「AVrB），Aト
B＝「AVB，A…B＝（AトB）＜（BトA）
def def
2）＜aj＞はそれぞれ自由変数L2である。
3）＜Ⅹ∫＞はそれぞれ束縛変数L8である。
4）＜cj＞はそれぞれ対象記号L4である。
5）＜fj＞ほそれぞれ関数記号L5である。
6）＜Pi＞はそれぞれ述語記号L8である。
上記記号群　＜Ll，L2，LB，L4，L5，L8＞を指定
することを1つの言語を決めるというが，普通＜Ll，
12，L8＞は古典論理体系としてどの理論体系でもひと
つに決まっているから，＜L4，L5，L6＞を具体的に指
定することにより1つの言語がきまることになる。後者
の構成要素は定項として決められる。なお0変数の関数
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記号は対象記号であり，0変数の述語記号は命題定項と
いわれる。
さて上記の記号群を指定したうえで，その記号または
記号列からなる項（term）と論理式（formula）が定
義され，言語しの形式が完成する。以下言語Lとはその
ような意味で用いられる。
項の定義
1）任意の自由変数＜aj）は項である。
＿　2）任意の対象記号＜cj）は項である。
3）fjがi変数の任意の関数記号，七1，七2，…，ti
がi個の項なら，＜fj（tl，七2，……，ti）＞は項である。
4）1）2）3）によりわかるものだけが項である。
論理式（または式）の定義
1）Pjがi変数の意任の述語記号，七1，七2，‥・，tiがi個の
項なら，＜Pj（tl，t2，・‥，ti）＞は論理式である。
2）A，Bが論理式なら，＜「A，AVB，A∧B，
AトB＞はそれぞれ理論式である。
3）F（a）が理論式なら，＜∀ⅩF（Ⅹ），∃ⅩF（Ⅹ）＞
ほともに論理式である。ただLaは任意の自由変数で，
ⅩはF（a）に含まれない任意の束縛変数であり，F
（Ⅹ）はF（a）の中のすべてのaにⅩを代入したものであ
る。
4）ユ）2）3）によりわかるものだけが論理式であ
る。
なお1）の論理式つまり論理記号をもたないものを素
論理式（primitiveformula）とよぶ。
以上の記号群とそれより構成された言語Lとは，構文
のメタコトバの体系で述べられているが，その記号群と
結合された記号列とは，その定められた名前と，定めら
れた結合規則によるものであるという以外何等の意味を
ももたない。
そして純粋に論理を問題にするときは，L4，L5，
LOの各項は定項として具体的に与えられないで，ただ
変項としてそれらの代表が用いられる。つまりL4の対
象記号はL2、L8の変数で代表され，L5，L8はそれぞれ
を代表する必要な個数の変項が用いられ，場合によって
はL5もはぶかれる。
そして純粋の論理での問題は，演繹的推論つまり
＜証明＞の一般形式を決めることにある。それには，
Hilbert流の公理論的方法，つまり若干個の公理と呼ば
れる論理式とその公理から，別に設定された推論規則を
用いて導出される論理式とで構成される全体が＜証明可
能式＞と定められる。このようなHilbertの方法のはか
に，GentZen流の等価な方法があるが，以下必要に応じ
てその若干についてふれる積りである。
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純粋論理における＜証明可能式＞は論理記号の隙きに
より生まれる。つまり素論理式の形では存在しないので
あって，論理系の公理としての論理式と証明規則を用い
て公理式から導出された論理式の2着よりなる。ただそ
れは次節でのべる意味論的概念＜論理的に其＞という性
質を満すように構成され，そのときに主役を演ずるのが
論理記号群Llなのである。Gent2；enの方法では，推論
規則に対応しての構造に関する推論の図式のほかに，各
論理記号の推論の磯鰭を，推論の図式として与えてい
る。
Ⅴ　構文論から意味論へ－モデルによる解釈一
上記の構文論的体系の記号及び記号列に意味を附与し
て，意味語的体系を作る。そこで問題とする意味論的意
味とは，富豪における指示的表現をいう。既にⅠで，言
表の意味と意味作用について述べているが，ここではこ
の機構をOgden－Ricbardsの三角形の図式を用いて考え
る。三角形の頂点には，コトバの使用者としての解釈項
が位置し，言表としての記号ないし記号列がその他の1
つの頂点に，その指示対象が残りの頂点に位置する。
言語表現は，現実に使用されるときは，文の形式－論
理式－をとるが，文の構成者としての語があり，それに
は述語記号と対象記号とを考える必要があろう。以下に
おいては，これら3種の言蓑が，それぞれその＜外延と
内包＞をもち，言表が使用される文脈の中で，その何れ
かを対象として指示表現することになる。この外延と
内包の方法と称する意味論的な意味分析の方法は，
Carnapによる。言表のもつ外延と内包が，それぞれあ
る存在者（entity）の名前であると見なしても，それが
形而上学的な意味でいわれておらずに，1つの言語体系
の受容に伴い，便宜的に設定された対象の名であると考
えるなら，それはそれで一向にかまわない。むしろそのよ
うな＜名指し関係＞的な用い方をもするつもりである。
具体的な内容的意味でなくて，抽象的な意味一般つま
り形式のSemanticsを考える場合は，モデルの考え方を
利用するのが便利である。与えられた形式的理論の言語
体系は，その用いる第1階の古典述語論理．の公理系と，
理論体系における公理群E（閉じた論理式辞）によって
構成される。もしそれが正しい無矛盾な体系なら，証明
可能式の全体が決まってくる。これを＜瓦を公理群とす
1階の述語論理による公理体系＞とか，＜1階の理論
K＞とか呼ぶ。
このような具体的構造が，その所定の記号群を用いて
きまる場合，まず諸種の言表が指示する存在者を一敗的
な形で考える。そのためにはまづ空でない集合Dをひと
つ指定し，それを対象領域と呼ぶ。第1にL4つまり対象
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記号C。，Cユ…の指示する対象Co，石・・・は、それが存在す
るなら対象領域Dの要素であり変数の変域はすべてDで
あるとする。Dはそのままでは抽象集合だが，つとDのi
個の直積集合と，それらの部分集合，さらにDまたは直横
集合からDへの写像の集合を考えておく。そしてこれら
への，L5、し。からの写像を設定する。すると言語体系
＜LB，L4，L6＞は，構造的集合M＜L8，L4，L5＞に
対応することになる。ここにL8＝tc。，Cl，…）、㍍＝
七㍍，fl，…），㍍＝訊，餌，玩，…）である。もし
この構造的集合Mが，次のLlの論理記号に関しての実
理成定を満足するなら，Mをこの理論体系Rのモデル
（model）という。モデルMが1つ与えられたとして，
（モデルは必ずしも1つとは限らないし，また存在しな
いこともありうる），そのモデルによる解釈で其となる
閉じた論理式の全体の集合をTMとする。指示対象打が
述語Pjに対応するところのDの部分集合打の要素であ
ることが，閉じた素論理式が英である条件である－1
変数の述語を考えて－。TMは公理群Kの各公理をそ
の要素としてもつとともに次の性質をもつ。ここにA，
臥　Cは自由変数をもたない閉じた論理式とする。
1）rA（TM⇔A毎TM（Aの外延は偽である）
2）A＞B∈TM⇔A∈TMまたは　B（TM
3）A＜B⇔TM∈Ae TMかつBeTM
4）A＞BeTM⇔A∈TMまたはBeTM
5）VxF（Ⅹ）（TM⇔任意自由変数aに対しF（a）e
TM
6）∃ⅩF（Ⅹ）eTM⇔ある対象Cが存在してF（C）e
TM
l）〃6）の論理記号の働きについては次節で説明を追
加する。また関係記号叫も　左右の集合論の述語記号亡
をもつ論理式が同等なることを示す記号である。また理
論Kに対応する構造的集合Mの存在を前投としている
が，そのためには，一般論として集合論の公理体系とそ
の無矛盾性が要求される。
話を前に戻して言表の＜外延と内包＞についての説明
を続ける。ひとつの述語表現がもつ外延とは，それが指
示する現実的対象の全範囲であって，通常＜集合＞とい
われるものである。またその内包とは，抽象的な可能的
対象の全範囲であって，通常＜性質＞または＜関係＞と
いわれるものである。何れも客観的対対象の全範囲であ
って，一切の主観の介入を許さない。例えば，＜龍＞の
外延は空であるが，内包は空ではない。さきのモデルに
よる解釈でいうなら，（ⅩlPj（Ⅹ））のDへの写像は述語
Pjの外延であり，述語記号Pjの写像巧はその内包であ
る。
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つぎ忙対象表現の外延は対象であり，内包は対象概念
である。先のモデルによる解釈でいえは，Pjの写像司に
属する唯一の対象が百であるとき，古は対象であり，巧
は対象概念である。
最後に文表現の外延は，実理値であり，その内包は文
の内容としての命題のことである。先にモデルによる解
釈で其となる，閉じた論理式の全体の集合TMを設定し
たとき，それに属する様々な形の式を挙げたが，ここで
は英概念の基本となる所の閉じた索論理式の真理基準に
ついてのべる。論理記号による索論理式の結合された論
理式一般は，次節でのべる論理記号の働きにより，その
真偽がきまるからである。
文表現において，主語の外延である対象（または対象
間の関係）が述語の内包である性質（または関係）をも
つとき，その文は英である。
先のモデルによる解釈でいえば，対象記号cjの写像す
が，述語記号Pjの写像野の要素となることである。それ
には根拠がある。現実的でない主語は，現実的評価であ
る外延としての実理値に関しては問題となりえない。ま
だ現実的対象としての対象が，述語のもつ内包としての
性質をもつことが現実的にその外延としての集合の1員
となることの条件なのだ，つまり外延としての対象は内
包としての性質を萌すなら，外延としての集合に当魚
入ってくる。そこで述語の内包を問題とすれば良いわけ
である。一般的に閉じた論理式において，主語と述語に
関して，それぞれの外延的存在と内包的存在を考えるな
ら4つの組み合わせが考えられるが，上記の考え方から
すれば，外延としての対象と内包としての性質を組み合
わせれば良いことがわかる。
ところで純粋の論理ではその其概念が少しかわってく
るので，特に＜論理的に某，論理的に偽＞と呼んでい
る。それは構文においてL8，L4，L5の記号群がなく，
対象も述語も変数が用いられるため，現実的対象及び述
語の外延がはぶかれ，内包だけが問題となり索論理式は
指示対象として内包だけしかもたない。ところが論理記
号の働きがあるため，それを含む結合論理式の中には，
その構成式が内包的であるにも拘らず，全体が論理的に
英という外延を持つ場合がでてくる。
これをモデルによる解釈で考えてみる。理論Rの真理
規準はその公理群Ⅹによって与えられる。つまりモデル
の与え方は閉じた公理群Kによって決まってくるのだ
し，また公理が与えられてもモデルは必ずしも1つとは
限らないし，存在しない場合もあり得る。
ある論理式がいかなるモデルMによる解釈において
も，つねに其となるとき，その論理式は＜論理的に其＞
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なのである。それはあらゆるTMに共通に含まれている
論理式のことでありモデルの選び方に関係がない概念で
ある。またそれは，公理群Rが空の場合であって，その
実理規準は，純粋論理の証明可能式（その公理群と推論
規則に導かれる全体）によって与えられることになる。
つまり，証明可能式はすべて＜論理的に其＞な式なので
ある。理論Kにおいてもこの論理的其な論理式が，其な
論理式であることはいうまでもない。
Ⅶ　論理記号の働き
以下ここで用いる論理体系は第1階の述語論理といわ
れるものである。それは述語記号を若干の変数で代表さ
せ，それを定数の如く扱う。つまりV，ヨの記号を述語
に附することをしないものと約束する。
自由変数をもたない論理式つまり閉じた論理式は，そ
の外延として真理値をもつ。然るとき
1）有限個の閉じた論理式の結合式は外延的である。つ
まり真理値をもつ。いまA，Bを任意の閉じた論理式
とするとき，
A＞BはA，Bが共に偽のときのみ偽でその他の場
合は真である。
A＜Bは，A，Bがともに其のときのみ英でその他
の場合は偽である。
「Aは，Aが其のとき偽，Aが偽のとき真である。
Aト別も　Aが英でBが偽のときのみ偽で，その他
の場合は英である。
A芸Aは，A，Bが共に其または共に偽のとき鼠
その他の場合偽である。
以上，論理記号＞，∧，ト，＝の働きは外延的であっ
て，その構成論理式が外延的である限りは，その論理記
号による結合式は外延的である。つまり真理値はきま
る。
2）これに対し，F（a）はaのみを自由変数とし内部に
V，ヨをもたない論理式とする。VxF（Ⅹ），ヨXF（Ⅹ）は
自由変数を含まぬという意味で外延的であって，其理値
をもつ筈である。VXF（Ⅹ）－すべての対象Ⅹは性質
耳をもつ－についてその実理値の決められる手順を考
える。数学の形式化を前提とする限り，ガの走る領域は
可算無限とする必要がある。もしガの変域が全体で有限
なn個なら，VXF（Ⅹ）＝F（Ⅹ1）＜F（Ⅹ2）∧・‥∧F（ガn）
であって，何もわざわざ∀記号を設ける必要はない。が
対象全体を意味するために用いれば便利である。
いまV記号の規約としては，論理式Aにaが含まれな
いという条件のもとに
1）Aが証明可能ならF（a）が証明可能である。この
1）を条件として
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2）Aが証明可能ならVガF（ガ）が証明可能である。
前記したように，論理体系での証明可能式は論理的に其
なので，これが∀ガF（可が事実的に其なる外延をもつ
ための条件を鋭定するのである。ただし，XはF（a）に
含まれない任意束縛変数，F（Ⅹ）はF（a）のすべてのα
にⅩを代入したもの。
要するに考えられる全対象から任意にとり出された対
象が官を満足するなら，αがその対象全体を代表すると
みなしてVxF（Z）が其であるとする。
ただここで問題なのは，＜無限を含んだ対象全体＞と
いう考え方の問題である。
1）任意の対象nが，目前に与えられればFなる性質が
検証され得るという，いわば仮定的一般性をもって無限
とする。例えばある論理式が，①自然数1で成立し，㊤
どんな自然数nをとっても成立するとき，n＋1のとき
も成立するなら，どんな自然数Nであっても，それが与
えられれば，そのNに対して成立する。それはNが与え
られれば，Nの構成の順序を追って実行できる筈の＜数
学的帰納法＞によるものである。
（註）Hilbertの＜有限の立場＞の範囲での自然数の帰
納的定義は（A）1は自然数である，（B）nが自然数なら
n＋1は自然数である0（C）以上によってできるもの，の
みが自然数である。（註終る）
2）上記の自然数の生成原理によって自然数としてある
可能な数を取扱うことになるが，実際に与えられる数は
皆この原理によって生ずるものと考えられる。ここに存
在するものは可能な背景－決った操作によって作られ
る順序づけられかつ無限にまで開いている可能性の背景
－に射影されることになる。1）の場合もこのような
可能性を背景としているのだが，直接には，ある自然数
Nが現実に与えられた場合だけを考えて判断している。
ところが2）の場合は，この生成原理を個々の操作から
ぬき出して客体化する。つまりここでの帰納法の原理と
称せられるものは，1）の例においてのそれと同じ仮定
のもとに，帰納的に定義される自然数を1つの全体とし
て，可能性から現実性へと転化せしめて，すべての自然
数全体に対しその成立を要請すべきものとなっている。
3）2）の段階を更におし進めて，初めから超越的立場
に立って，無限を客観的対象として一気に見透す。それ
は人間の先験的理性により把撞可能とされる無限であ
り，無限の完全な現実化，外延化である。
さて1）は，＜有限の立場＞，2）は＜有限の立場＞
へつなぎうる考え方と理解され，何れもHilbertの形式
主義の証明論においての無限に対する基本的態度である
と考えられる。これに対し3）はいわゆる＜数学の静
理＞として，＜超越的立場＞で集合論を前娘とする論理
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を考える場合の無限に対する基本的態度である。
何れにしても，古典論理としての第1階述語論理は
1）2）3）の無限対応のすべてに適用可能なVXF（Ⅹ）
の真理規準を考えるものである。それは最も強い条件の
3）の受け入れを可能とするものとなっているわけであ
る。このような∀記号の理解の仕方の当否は別として，
その導入はFregeによるものといわれている。Hilbert
及びGentZenに．よる上記の推論の図式を下に示す。
AトF（a）
両（す　Hilbert
A→F（aL
A－ナⅤⅩF（Ⅹ） （Gentzen）
両者ともAにはaが含まれない。またトは含意の演算記
号，→ほ条件の関係記号である。
なお補足するなら，∀ガF（可の意味は上記だけでは
十分でなくVガF（Ⅹ）トF（七）という公理式により補完
される（Hilbert）。この意味はVXF（Ⅹ）は，任意の項を
七とするときF（七）を意味的に内含するということであ
るoGentzen流にはこれを推論図式∀君島；已Bで示
される。公理ⅤⅩF（Ⅹ）トF（t）における七は，対象記
号，自由変数及び関数のすべてを代表しているのだか
ら，VxF（Ⅹ）の成立はより広い可能性を志向しての内
包的立場を要請しているものと理解される。
さらに∀記号と双対な∃記号については，ヨⅩF（Ⅹ）
－少くともひとつの対象Ⅹがあって性質Fをもつ－
は「Vx「F（Ⅹ）と定義される。つまりV記号と「記号
を用いて表現される。
何れにしろ，純粋論理における＜論理的其＞なる概念
は，数学的体系，経験的対象の体系等何れの言蓑におい
ても通用する意味論的概念であって，すべての事実的可
能性を含めての文表現に対しての英，いわば内包的英と
もいうべき概念である。
強調したいのは，決定論的推論体系の論理といわれる
古典論理が，及ぶ限りその形式と真理概念をきびしく限
定しながら，あらゆる可能な理論体系の形式を受け入れ
る形式をもっていることである。それは記号表現に対す
るきびしい外延的要請とともに，それとはうらはらの内
包性の要請に応えようとする形式的体系のひとつと考え
られる。このことが＜集合論＞の形式化を可能ならしめ
るとともに，その最低の価値規準としての無矛盾性の証
明を不可能にしている理由の1つとも考えられる。
Ⅶ　論理体系の無矛盾性と完全性
上記論理体系つまり記号群＜Ll，L2，LB＞とそれか
ら構成された論理式群の中の証明可能式式の体系を別の
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角度から考える。
ここでは，具体的に指定された対象記号も述語記号も
存在しない。だから話はみな抽象的かつ一敗的である
が，この体系の最低の条件として無矛盾性がある。矛盾
概念は一般的には任意の命題に関して∴否定概念を媒介
にしていわれるが，それは背後にある論理体系や数学体
系に直接つながることである。
経験的事実の叙述文において，それを同時に否定文に
変えた場合，両者とも正しいという主張は不可能であ
る。このことを形式化して，ある論理体系である論理式
Aとその否定「Aとがともに証明されるなら，Aと「A
及びその体系は矛時するといわれる。だから矛盾概念は
否定概念と相関的に定義される概念である。
なお論理のSemanticsにおいては，公理は論理的に
英で，その否定は論理的に偽であるようにえららばれて
いるから，証明可能式がすべて論理的に其なるとき，そ
の論理体系は無矛盾である。
さて以上で採用してきた論理体系の公理式や推論親則
または推論図のすべては、その意静的内容解釈におい
て，いかなる場合にも正しくなるものばかりなので，静
理計算によって証明される論理式はすべて内容的に正し
い。つまり論理的に其なものばかりからなる。問題はそ
の道であって，論理的に其なものはこの体系内ですべて
証明可能であるかということである。第1階述語論理に
関する限り，その間はG8delにより肯定的に答えられて
いる（1930）。これをG6delの完全性定理という。
それは，証明可能な領域と論理的に其な領域とが一致
することを保証する。しかし任意に1つの論理式が与え
られたとき，それが証明可能であるか否か，論理的に其
であるか香かという，いわゆる決定問題に答えるもので
はなく，第1階述語論理の決定問題は，Churchによ
り否定的に証朋されている（1936）。
ところでG6delの完全性定理は，モデルの理論を用い
る。Ⅴでのべたように＜Kを公理群とする第1階述語論
理による公理論体系＞が存在するとは，そのモデルMが
存在することである。つまり記号群＜L8，L4，L5＞に
より構成される公理群Rによって，論理系以外のその理
論の真理規準を与えられた理験体系にモデルが存在すれ
ば，その体系が無矛盾なことは容易にわかる。そして逝
にく理論体系Rが無矛盾ならモデルが存在する＞も証明
される。これは一般完全性定理といわれるが，G6delの
完全性定理はこれから導かれる。
上記公理系Rの中で，それが空なもの，つまり特定の
理論に関する公理のないもの，これが1階の述語論理で
あるが，言語＜Ll，L2，L8，L4，L5，18＞でいうな
ら，＜Ll，LB，LB＞により構成される体系である0言
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若くLl，L2，La＞のモデルMの存在は，既にその無矛
盾性が証明されているので明らかである。いま一般に
＜1階の理論K＞のモデルMで証明可能な論理式の全体
をTMとし，その公理群Rから証明可能な論理式の全体
をT（K）とすれば，T（E）⊂TMである。いまの場合K
は空集合中であるからT（≠）⊂TMである。そして完全性
定理の要求しているのはT（≠）＝TMであって，このこ
とが一枚完全性定理から証明される。純粋な理論体系で
は，自由変数al，a2，・‥，ai）を含む論理式F（al，
a2，…，ai）が用いられるが，これが論理的に其である
とは，その閉じた論理式VxlVX2－∀ⅩiF（Ⅹユ，Ⅹ2，
…，Ⅹi）が論理的に真であることと解してその完全性
が証明される。
Ⅷ　数学の形式化
＜静理学は数学の小供であり，数学は論理学の大人で
ある＞といって，Russellは数学と論理学との間に本質
的差異を認めない。このことは，ひとつの数学理論の形
式化のための公理的方法と関係している。数学の形式化
とは，既に経験的に現実的内容意味をもった数学－例
えは測量に使用されているユークリッド幾何学とか，日
常生活で物を数えたり計算したりしている自然数，ある
いはまた連続的量を表わしたり計算したりするときに用
いている実数など－の形式化を指す場合を含めて，使
用される用語にまつわるすべての狭雑物を一度洗い去る
必要がある。本丸数学は形式の学なのだから，現実的な
上記のような数学も，実際にはその形式が有効に働いて
いるのだが，その点をさらにはっきりさせるために，あら
ためてその形式だけを純粋に定義しなおす必要がある。
その定義も一切の経験的対象と縁を切って行なわれる。
具体的には，既に設定されている論理体系つまり記号
群＜Ll，L2，L8＞と，それを用いての第1階の述語論
理を前掟とする。そして新らたにくL4，L6，L6＞の記号
群を設定するのだが，それぞれの記号は，はじめ無定義
で，ただその名と，L4，L5，LOの領域に属することだ
けが，メタコトパの体系でのべられる。そしてこれらの
記号群を用い，項（term）と論理式（formnla）が
re竺FSiveに定義される。さらにその意味論的規準とし
て，若干の閉じた公理群を設定して，その数学体系の実
理規準とする。この公理群と論理体系の推論規則を用い
ての推論結果が，この数学体系全体を構成する。
この公理論的体系の構成におけるメタコトバの文で
は，既述の論理の構文で無定義に設定されたコトパが，
有意味な述語として用いられる。つまり構文的な論理体
系は意味静化された有意味な体系として使用されるので
ある。
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なお数学理論の形式化は，最初構文論のところでのべ
たように，論理体系を含めて構成できるが，真理規準を
与えるための公理は，論理系に対するものと，数学系に
対するものとの2種塀が必要である。その構文はⅡで，
またモデルの構成の大略は†でのべた通りだが，モデル
とは，その言語体系のひとつの構造的な解釈体系であ
る。
Russellの考え方からすれば，論理体系と数学体系に
は本質的な区別がないのだから，ユつの言語体系として
の数学理論に論理を含めてしまえば話は簡単である。し
かし古典論理だけが唯一の論理体系ではないし，一般論
としては，モデルの理論は集合論を前抱としているので
ここにも若干の問題がある。純粋に考えるときは集合論
はやはり数学の一分野だからであるし，Hilbertの証明
論（超数学）は，超越的立場に立つ集合論を前提とする
ことができないのである。
Ⅸ　自然数論の形式化。その不完全性と無矛
盾性問題
自然数の形式化として普通あげられるのは，集合論を
前提とする＜数学の論理＞によるものでPeanoの公理系
と称せられるものである。この数学の論理を用いるため
には，実は集合論の形式化とその無矛盾性の保証が欲し
いのである。初めの頃は無意識のうちに素朴集合論の形
でそれが黙認され，のちにRussellの連理を契機として
素朴集合論は公理的集合論に書きかえられた。そしてそ
の無矛盾証明の不可能なことと，而もその無矛盾性が確
信せられているのが現状である。現代数学の殆どすべて
の分野で第1階の古典述語論理とそれを用いての公理的
集合論の体系が，いわゆる＜数学の論理＞として用いら
れているのである。その意味で，上記Peano系は現代数
学共通の手法を用いての形式化ではあるが，実はこの形
での自然数論は，公理的集合論の中に含まれていると考
えられているものでもある。次に構文の形式に従って
Peanoの公理系を示す。ただしくは集合論の述語で，左
項は右項の集合の要素であることを示す。
1∈LB：＜1＞は対象記号である。
′eL4：＜′＞は1変数1価関数で，＜Ⅹ′＞はⅩの後者
である，とよむ。Ⅹ′ほ内容的にはⅩ＋1を意味する。
＝eL5：＜＝＞は2変数述語関数で，＜＝（Ⅹ，y）ま
たはⅩ＝y＞は，Ⅹとyは同一である，とよむ。N∈L5
：＜N＞は1変数述語記号で＜N（Ⅹ）＞は，Ⅹは自然数
である，とよむ。
equality axiom
（1）∀Ⅹ（Ⅹ＝Ⅹ）
（2）VxVツ（Ⅹ＝ツトツ＝Ⅹ）
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（3）∀ⅩVダ∀Z〔（Ⅹ＝プ＜ヅ＝Z）トⅩ＝Z〕
Peanoの公理
I N（1）
Ⅰ　∀Ⅹ〔N（Ⅹ）トN（Ⅹ′）〕
Ⅱ　Vx「（Ⅹ′＝1）
Ⅳ　VxVy（Ⅹ／＝Y／トⅩ＝y）
Y VFtF（1）∧ⅤⅩ〔F（Ⅹ）トF（Ⅹ′）〕ト∀Ⅹ
F（Ⅹ））
Peanoの5公理は超越的立場にたつ（素朴）集合論を無意
識のうちに前提としかつモデルMの存在－公理系の無
矛盾性－を前提にしている。公理Ⅰ一Ⅳからでてくる
対象記号1′1一〝1′〝…の集合Nをそのまま，モデルMの対
象額とする。そこで公理†を考える。考えられる述語のす
べてVmは集合Nのすべての部分集合を考えることにな
る。それはまた対応する特徴関数（representingfunc七一
ion）－その0または1の値は述語Fの其偽に対応する一
存在の要請ともなる。そのように任意の述語に対応する
集合（ⅩI f（Ⅹ））の存在を無制限に認めるとともに，そ
の表現が既に第1階述語論理の範囲を越えてしまってい
る。ただもしこの要語が満たされるなら，自然数諭に必
要なすべての帰納的定義一大小，加法乗法など－とその
存在，及び講壇の定理の帰納的証明一案換，結合，分配
律その他すべて導出可能となる。そして当然モデルは唯
1つに決まる，つまりCategOricalなのである。
以上のように形式化された自然数諭に関してのG6del
の結果の大略をのべる。まず公理系Kのく完全性＞の定
義から始めるが，論理系のそれと，若干の意味のもがい
がある。
任意の閉じた論理式Aに対し，Aまたは「Aの一方ま
たは両方が公理系Kにおいて証明可能なるとき，公理
系Rは完全であるという。
Aと「Aがともに証明可能なら公理系は矛盾系である
ということでtrivial（つまらない）で役にたたない。そ
こで無矛盾の場合を考える。Aまたは「Aの何れか一方
だけが必ず証明されるということは，＜決定可能＞とい
うことであり，公理系RのmodelMのすべての其なる論
理式の集合TMと公理系正での証明可能式の範囲が一致
し，而も任意の論理式かTMに属すか否か決定できると
いうことである。
数学の公理論による形式化の目裸は，この＜完全性＞
の男親にあったし，その可能性が庸じられていたのだ
が，G6delはその不可能なことを＜不完性定理＞の名で
証明するとともに，系の無矛性についても重要な定理を
証明した（1931）。
G6delは＜G証明不可能である＞という其な超命題を
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表現する所の自然数体系内への写像の論理式G－それ
は自然数に関しての其なる論理式－を構成した。そし
てGはその否定「Gが証明可能のとき，そしてそのとき
のみ証明可なことを示した（Rosserも加わって）。そ
こでもし自然数体系が無矛盾である限りは，Gも「Gも
系内での証明は不可能ということになる。たとえこのG
を新らたに公理につけ加えたとしてもまた巽にして証明
不可髄式が同様な手法で構成できること，従って公理系
は本質的に不完全であることを示した。
そのような不完全性はともかくとして，さらに困るこ
とは次の結論である。＜自然数体系は無矛盾である＞と
いう超数学的式を，前同様，自然数体系内への写像式A
で表現し，式AトGはこの体系内で証明可能なことを
証明した。これを前の結果とあわせると直ちに，Aの証
明不可能なことが示される。以上から，自然数静への
無矛盾性は，形式的自然数論の式の中で表わされるよう
な議論によっては証明できないことが証明されたのであ
る。
次節にのべることだがHilbertの形式主義は，数学の
形式的体系の価値を無矛盾性に求めたが，G6delの結
果は，その証明の見透しに大きな壁となったし，また公
理論的形式化の限界を示すことにもなった。
G6delが証明した完全性定理は，モデルの理論によっ
てのみ証明されるし，不完全性定理は一　現実に英にして
その体系内では証明不可能な式を構成してみせるという
有限な立場での証明論的方法によっている。
完全性定理の証明におけるモデルの理論による方法と
は，超越的立場をとる集合論を前提としての方法であ
る。それは述語論理における強い意味一超越的立場－で
理解される論理記号V，∃を許す第1階述語論理匿おい
て，（Gentzen流の証明法によるなら）その証明図式
を道にたどることにより，V，∃を除去して，いわゆる
命題論理匿還元できることを利用する。そのことは結
局，Ⅶでのべたように無限な対象すべてに関しての超
限的命題が成立しうる条件として，任意の自由変数によ
ってその無限な全体を代表させ，その自由変数に関して
の論理式が証明可能なことをもってしたことに根拠があ
る。任意の自由変数で無限な対象を代表させうるという
ことは，超越的立場に立って，無限（集合）を外延化す
ることである。だからモデルの理論を用いることは，述
語論理を初めから超越的立場に立って理解しているので
ある。そのようにして命題論理に還元された論理式は，
その外延性の故にたやすく完全性が証明されるのであ
る。だから第1階の述語論理の完全性が証明されたから
といって，それは証明可能領域と論理的其領域－モデ
ル理論により実現された－が一致するというだけで，
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具体に任意の論理式が与えられたとき，その証明可能性
あるいは其理性の決定は一般には不可能なのである。
Ⅹ　pure naturalnumber
Ⅳでのべたことだが，一般に使用される述語論理は，
顛限に関する3通りの考え方の何れをも受容できる形式
をもっている。前節のPeanoの公理系では，第3の超越
的立場での無限を考える立場をとっている。そこではそ
の5公理のモデルの前提としての構造的集合Mの存在を
はじめから前担している。このようにある条件Fを考え
た場合，その条件Fを満す集合がどんな場合でも存在す
る－つまり集合（ⅩlF（Ⅹ））の存在を要請する公理－
を内包性公理という。このほかに，外延性公理と選択
公理を加えた3公理が，暗黙に索林集合論を構成してい
ると考えられ，このような集合論が無意識のうちに，数
学とその論理として黙認されていた。ところがこの内包
性公理が余りに条件がゆるすぎたため，有名なRussell
の道理が生じた。これを防ぐためとその他の理由から，
内包性公理に若干の制約を行い，全体の整理をして意識
的にその公理化をしたものが，様々な形での公理論的集
合論である。
ところで意識的にせよ無意識的にせよ，そのような集
合論を前提として形式化された自然数体系は，そのまま
ではG6delが証明したように，無矛盾の証明ができがた
いのである。
そこで無限に関しての第1，第2の立場を採用するこ
とが考えられる。前著は本来の意味での有限の立場，後
者はやや拡張された意味での有限の立場つまり，数学的
帰納法を公理として要請し超越的立場に移りながらも，
ひきつづいて有限の立場をつづけうるものと考えられる
立場である。
数学のよって立つ立場のひとつとして，＜直観主義＞
がある。それに基いて形式化されている論理体系を，こ
れまで用いていた古典論理に対し，直観主義論理と呼
ぶ。両者は形式の上で大差はないが，その真理基準が基
本的に異るため，第1に記号＞の意味が異る。直観主義
論理ではA＞Bの英は，＜Aが其またはBが真であるこ
との何れかを知りうる＞ことを意味する。古典給理のよ
うにA＞Bの英を知るだけでは，その其なることを知っ
たとはいえない。従って排中律A＞「Aを論理的其な式
と認めるわけにいかない。第2に記号Vでは∀ⅩF（Ⅹ）
は，現実に与えられたⅩはすべてFを満す，ヨXF（Ⅹ）
は，Fを満すⅩを少くともひとつ指適できる，「ヨX
F（Ⅹ）はいかなる具体的に与えられたⅩもFを満すこと
はない等を意味し，何れもV、∃記号を用いなくて＜，
＞を有限回くり返して表現できるのである。その意味か
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ら「∃ⅩF（Ⅹ）≡∀Ⅹ「F（Ⅹ），∃Ⅹ1F（Ⅹ）ト「VxF（Ⅹ）
は論理的に其な式だが，「VxF（Ⅹ）トヨⅩ「F（Ⅹ）はそ
うではない。
上の直観主義論理の真理に対する基本的態度は，現実
にある素論理式の解釈が真理規準にかなうことつまりそ
の外延性を結合論理式の構成素論理式にまで及ぼすので
ある。結合式を超越的に外延化することを許さないきび
しい考え方である。従ってこの論理体系での証明可能式
はすべて古典論理で証明可能だが逆は成立しない。この
ような直観主義論理の考え方の立脚地を＜有限の立場＞
という。
＜有限の立場＞は直観主義の立場であるが，同時に
のHilbert＜形式主義＞における証明論（超数学）の立
場でもある。Russell等の＜論理主義＞は数学の一切を
論理学の－分科として再構成しようとするものだが，無
限の公理など論理的公理以外の数学的仮定を必要とした
うえに，噺やく手当てをしたRussellの道理だったが，
それにひきつゞいて再び何時矛盾がでてくるかも知れな
いという，構成の限界が暗示された。Hilbertの形式主
義は，その対策として，①あらゆる公理的仮定を離れた
最も純粋な炭を入れぬ立場として，＜有限な立場＞を採
り，㊥この立場では構成されない数学の存在価値を，完
全に形式化された体系の無矛盾性に求めた。
形式化された数学体系においては，具体的に与えられ
た記号の具体的操作が，実際の推論であって，これは記
号の意味を無視して有限の立場で考察することができ
る。この考察を形式化された数学に対する超数学または
証明論というが，＜この体系内で許された操作を実行し
た結果が矛盾に相等する記号になることはない＞という
のが，証明論における無矛盾の意味である。数学の無矛
盾な形式化を行うこと，また形式化された体形の無矛盾
の証明をすることに証明論の目的がある。
Hilbertの証明論は古典論理を用い，許された操作を
守り有限の立場をはずれないようにする。例えば，帰納
法の公理の要語を必要としない自然数体系では，実質的
にはV，∃を必要としない古典論理を用い既述の意味で
の無限を扱う。扱い得る関数としては，加法乗法を含む原
始帰納関数までである。また帰納法公理（1階述語表現）
と，それによって取扱いが可能となる関数のための公理
－それは一般帰納関数といわれる－とを前記Peano
公理系の第5公理の代りに要請し自然数諭を形式化す
る。これは一度無限に対しその全体を外延化するという
超隈的立場をとりながら，さらに＜後者をとる＞つまり
＋1なる操作の生成原理を極限過程に加えて超限順序数
が得られる，という操作を実施する有限の立場が馳か
れている。
9
Gentzenが証明論的方法でその無矛盾性を証明した自
然数体系は，このようなpurenaturalnumberとい
われるものである。しかしその証明には，数学的帰納法
を含めてのその体系内の推論法では許されていない超限
帰納法という推論法を用いている。
そのような形式的体系外の別個の推論法が必要なこと
は，既にG6delが証明したことであって，Ⅸにおいて
も自然数の不完全性定理の説明で間接的に示れたところ
である。
なお，直観主義論理を用いての自然数諭で上記の
Gent2；enの自然数論と実質とに同等な議論をなしうる
ことは，G∈はelにより明らかにされている。そして
Hilbert流の証明論的方法により無矛盾が証明されてい
る数学体系は，現状ではGent2；enの自然数論だけであ
る。
刃　G6delの公理論的集合論
Peanoの公理は無意識のうちに内包性公理を含む素朴
集合論を前鍵としていた。そしてそのような無制限に集
合の存在を許すところにRussellの逆理をひき起す原因
があった。集合自身は様々な具体的対象を構成要素とす
る対象領域であり，従って具体的対象領域をもたない論
理体系＜Ll，L2，L3＞とは異なるという認識，つま
りひとつの数学的体系の言語として＜L4，L5，LO＞
をキチソと設定しなければならないということ，さらに
は解析学一般を含めての現代数学の最も有用な部分をお
おうためには道理を生じない範囲で素朴集合論の主要な
概念とその他の集合論公理が必要なのであるというこ
と。このような要諦にこたえるために，様々な公理論的
集合論が考えられている。ここではNeumanが始め
BeynaysとG8delが整理したもものでふつうBGとよば
れるものについて考えてみる。ここでふれるのは1940年
G8delが＜選択公理を除いた集合論の公理に矛盾がなけ
れば，それに選択公理と一般連続体仮説を公理として加
えたものにも矛盾がない＞を証朋した論文の中で用いた
ものである。
さてRussellの道理を尊く素朴な意味での集合（ⅩⅠⅩ
毎Ⅹ）は，このような＜物の集り＞を考えること自体に矛
盾が含まれるのではなく，このような＜集り＞をⅩによを
て代表される典合の1負とみなすことにその原因があ
る。そこで条件のゆるすぎる内包性公理に制限を加える
のだが，そのためにG6delがとった形式化に対し，以下
にそのひとつの解釈つまり対象を含んでの広義の述語表
現の形式の意味論を述べる。
1つの理論体乗を設定するには、対象領域Dを指示す
る述語が必要であり，それは一般に内包と外延をもつは
ずである。G8del集合論では，両者をはじめから区別し
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て別々の述語CIs，Mnを設定する。つまり＜述語CIsは■
対象領域の内包を，述語Mnはその外延を指示する＞と
いうふうにG6delの集合論に対し意味論的解釈を与え
る。そうすれば対象記号の指示対象は、CIsまたはMnの・
指示対象のメソバーとなる。CIsは＜類－Class－であ
る＞Mnは＜集合－Se七一である＞という述語である。
以下に，G8delががその集合論でSetとclassをどのよ
うに構成しているかのぞいてみることにする。
まず基本的述語としてCIsとMn及び2項述語として∈
を設ける。亡はClassとclass，Classとset，Setとclass，
またはSetとsetとの間の2項関係である。例えば
CIs（A）　AはひとつのClassである。
Mn（A）　AはひとつのSetである。
Ⅹ（Y，　Ⅹe y，Ⅹ∈Y，Ⅹe y
などの形で示される。ここでⅩ，Y，…，はClassの全
領域を走る変数，Ⅹ，y，‥・，ほSetの全領域を走る変
数である。grOupAの4公理のうち始めの2ケをとりあ
げてみる。
1）CIs（Ⅹ）　すべてSetはClassである。
2）Ⅹ（YトMn（Ⅹ）　あるClassのメソバーである
ClassはすべてSetである。
この公理1）2）により，対象領域Dとして，述語
CIsにより限定される領域，その部分として述語Mnによ
り限定される領域を設定しうる。∈記号の左辺に位置す
る対象はすべてSetとなる。すべてのSetはClassである
が，Class中にはSetになりえないものが存在することに
なる。Mnを滞す要素であるSetはいわば狭義の集合であ
る。なおgroupAには，外延性の公理と対集合の公理が
要訝され．順序対が定義される。特定のSetはgroup C
の公理群で，特定のClassはgroup Bの公理群でその存
在を要諦される。なお空集合】部分集合の存在の証明は
簡単であり，その定義が与えられるgroupCは，無限
公理，和集合の公理，巾集合の公理，置換公理よりな
る。grOuP13はerelation，intersecction．Complement，
donain，directproduct，inversionの公理よりなる。
以上grollp A，B，Cよりなる公理群の系に対し，
G6delは∑という名をつけ，問題になる選択公理をこれ
から一応省いている。
いま∑系の無矛盾を仮定すればmodelMが存在する。
modelMの対象領域DはCIsにより設定される可能な対■
象全体としての内包であり，その部分として，外延とし
てのMnの領域が存在する。Dに属しながらMnにより限
定された領域外の対象がproperclassであって，例えは
Mnの要素の全体Ⅴ（universalclass），（Ⅹlx毎Ⅹ），悦
序数の全体など何れもproper classである。
このような構造は内包性公理忙制約を加えるものでこれ
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によってRussellの連理は避けられるわけである。prO－
Per Classの存在はたしかにRussellの道理回避を可能に
する。例えはproperclasstⅩlx毎Ⅹ））を内包的対象つま
り外延的現実的に客体化されたものとしてでなく，ある
客観的ではあるがなお現実的ではない可能的対象として
の集合と考えるのである。
例えばこのproperclass形式をもった言語表現のうち
＜意識＞とか，＜考える＞あるいは＜精神＞，＜心＞と
いった心理（学）的用語をとってみる。Ogden Rト
Cbardsの想念因で考えると，その指示対象車に，コト
バの使用者としての解釈項そのものが入ってしまうこと
になる。いまく私はaはAであると考えている＞という
内包的文（intentionalsentence）といわれる文表現を
例にとる。この内包的文全体の真偽は私以外にはわから
ないし，私が考えていようといまいとくaはAである＞
の真偽にはひびかない。
また＜全体＞とかく絶対＞とかいう語もその指示対象
の中に，解釈項が含まれてしまう。つまり上の語例で
は，指示対象がその解釈項に対し，完全な客体としては
外部に存在しえないという，ある種の主観性を含む表現
とならざるを得ないわけである。
proper classでもさきにのべた（ⅩtX毎Ⅹ）やすべての
Setの全体Ⅴなどは，解釈項に対してその外部にあり，
心理的対象を含む言表と異る構造をもつので，客観的指
示対象としては問題はない。
もう一度心理的言蓑について，よく考えてみる。学習
するロボットの意識獲得の可能性をまつまでもなく，心
理学的black boxの解析によって，問題の非客観性の
問題が単なる複雑さまたは確率的な不確定性の問題－
場的量子的相互作用の不確定性の問題を含めて－であ
って，その想定される構造のSimulationが計算器での
アルゴリズの範囲で検証可能であるとすれば，つまり心
理学の科学としての外延化とともに，この雀のproper
Classも客観化の可能性が期待される。つまりproper
Classはすべて客観的可能の対象となるわけである。
ヒトはその長い思考の過程の中で，自然数列のような
可算無限などを含めて，次々とその意味がかたまった集
合として様々な集合を外延化していったが，その全体と
してMnなる述語でこれを包括し，Dの部分を設定
するとともに1つのproper class vとして対象化す
る。このようにMnの内に位置して対象の構成の操作
をしながら，ついにその外部に脱出し全体を客体化す
る，と同時に今度はCIsの内部での位置で思考の操作
－新らたな対象を構成していく操作を続けることにな
る。
ヒトとロボットの対象認級の形式をそんな風に対応さ
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せてみることができるのではないかと考える。
Ⅶ　解釈項の位置
Ogden Ric‡lards三角園における解釈項の位置につ
いて考える。比較的はっきりいえることは，外延的対象
である述語Mnを満す各setに対して解釈項はその外
に位置する。これを外的位置と呼ぶことにする。他方
Mnをみたす全体Ⅴのような　proper classとか，（関
係で構成されるproper classに対しては，やはり解釈
項は外的位置を占める。一方心理的用語及びそれを用い
たある種の言蓑に対しては、解釈項は外的位置を占め難
い。このような場合内的位置を占めることになる。いう
までもなく解釈項としてのわれわれは述語CIsに対
し，外的位置を占めることはできない。さもないとまた
道理を生じるからである。その意味でCIsが限定する
指示対象Dは開かれた対象領域であり，述語表現の限界
は限定できないことを示すものであろう。
この指示対象に対する解釈項の位置関係はpure
naturalnumberの構成にも平行的にあてはまる。1
からはじまって次々にその後者をとることで，目前に与
えられた任意の自然数の図形に到達できるとともに，こ
れが無限に開いている。そこで①1で成立し④与えられ
たnで成立さることが仮定されればn＋1で成立するこ
とが証明されるような関数－原始帰納関数という－
は，自然数Nが与えられれば上記のそのNの構成の順序
を追ってその成立の確認を実行できる関数である。そし
てこのNは無限にまで開いているのだがなお，自然数全
体に対しての解釈項の位置閑係は，その内的位置を占め
ている。もし定義可能な関数として一般帰納関数といわ
れるものまで設定しようとするなら、どうしても解釈項
は，自然数全体に対し外的位置を占めることが必要であ
る0そのためには，①㊥の条件に成立するなら，自然琴全
体に対し超越的立場に立ちうること，つまり外的位置を
占めて初めて，自然数全体の代表者としての任意自然数
に対しその成立を要求することが可能となる。このこと
は数学的帰納法を公理として要請することだが，このよ
うにして初めて一敗帰納関数の存在を公理として要諦で
きることになりかくして構成されるのがpure natural
numberである。ところがこの外的位置を占めること
は，ただちに次の＜後者＞をとるという操作の継続へと
つながり，再び上位順序数「一例えば最初の6数までの
超限帰納法という有限の立場での操作的推論を可能にす
る。この推論こそpure naturalnumberの無矛盾の
証明を行ったGentzenの方法であると解されるが，こ
の換作における解釈項の占める位置関係は順序数全体に
対し内的である。
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集合論BGと純粋自然数論とにおける解釈項の占める
位置に関しての平行性は，その外延的対象の構造的複雑
さの大きな差異に拘らず，例えば集合論の無矛盾性問題
に開しある種の相似性を直観させる。
Ⅷ　存在論風に
G8delの∑系は選択公理を含んでいない。G6delがそ
の論文で証明しているように∑系が無矛盾なら，これに
選択公理を加えても矛盾を生じない。さらにCohenに
よれば，両者は互いに独立である（1963）。
ふつう公理論的集合論といえば選択公理を含む。有用
な多くの数学の定理がこの公理を用いて証明されている
ので，現代数学を被うためにはその必要がある。そして
上記G6delの証明によれば，万一その集合論に矛盾が
生じたとしてもそれは，かつてはその素性を疑われた選
択公理の安住ではないことになる。
ところでCohenの結果によれは，その独立性によっ
て，選択公理を否定する内容の公理を∑系に加えても，
ひとつの集合論が成立しする可能性が生じる。それは平
行線公理公理を否定する所の例えばロバチュフスキーの
幾何学が，ユークリッド幾何学とともに集合論の中で展
開される場合と似ている。その際の集合論に対応するも
のは∑系である。
さらに筋を通そうとするなら，性格の異なる論理体系
だけを別にすべきかも知れない。そうするとき，理論体
系一般に対する解釈項はこの論理体系であると考えられ
る。
対象コト／くの語や文を説明するためのメタコトバの文
において，そのための述語の意味は窮極的には無定義語
同志の相互関係や帰属関係の中で悟ってもらうはかな
い0さらにその関係という構文的窮極的形式を含め最も
基本的コト／くの意味は，例えば言語的なパブロフ的条件
反射そのものに還元させる以外に巡環を継つ方法はなさ
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そうである。そのようないわば底言語的還元に対し，上
記の論理体系という解釈項は，その述語記号CIsが指
示す対象領域が，解釈項に対し開かれているが故に遂に
その外に位置することは不可能である。あるいは解釈項
自身がそのまわりに，絶えず記述的表現とその指示対象
を生みつづけているともいえる。それは発見されるべく
存在する世界であり，同時に観念の中に創り出されつづ
ける指示的表現そのものである。それは一方でわれわれ
の表現に対する直観と検証にたえずさらされてもいるの
である。
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